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plano.

Solucién: Un posible esquema a desarrollar puede ser como sigue.

Definicién de abierto simplemente conexo / Definicién de dominio ho-
moldgicamente conexo / Definicién de isomorfismo conforme / Listado de
las propiedades que, a posteriori, han de ser equivalentes (admisién de
logaritmo continuo,..., admisién de primitiva,...) / Teorema de Riemann
de la representacién conforme / Conclusién: "salvo isomorfiamos, sélo hay
dos abiertos en el plano...". B

. (2 puntos) Caracteriza explicitamente los automorfismos conformes del
disco unidad.

Solucién: Un posible esquema a desarrollar puede ser como sigue.
Probar que la familia de transformaciones de M&bius
z—«

0a(2) = 1 _az,Vz eD (1)

estd compuesta por aplicaciones de ID en I; se enuncia el lema de Schwarz,
y se prueba que, salvo giros del propio D, todo automorfismo del disco
unidad se escribe de tal forma (1). B

. (1.5 puntos) Prueba que, para 0 < b < a, se tiene
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Solucién: Llamemos I a la integral trigonométrica que queremos calcular.
Hagamos el cambio de variable z := e**. Con este cambio:

;i (2 —1)
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donde o y /3 son las raices de la ecuacién 22 + 232+ 1=0. Es decir:
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donde a8 = 1. Como |3] > 1, s6lo son relevantes los residuos, de la
funcién a integrar, en el polo simple « y en el polo doble 0. Para el primer

caso: )
(2= 2va? — b?
Res (f,a) = zhl>na 22 (z = B) N b '
Para el segundo obtenemos directamente su desarrollo en series de Laurent:
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En consecuencia:
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. (1.5 puntos) Sea f una funcién entera, f € H (C), que lleva la circunfer-
encia unidad en la recta real: f(T) C R. Prueba que f es constante.

Solucién: Escribamos f := Re f+iIm f := u+iv, donde las funciones u, v
son funciones arménicas en todo R2. Las condiciones de Cauchy-Riemann
sobre f, obligan a que sobre la frontera del disco unidad T se tenga, como
consecuencia de la hipétesis v (cost,sent) = 0, que |f| = 0. Aplicando el
principio del médulo maximo, es constante (en particular, nula). Hl

. (1.5 puntos) Has sacado el perro a pasear. Lo llevas al parque donde acos-
tumbrais a dar vueltas alrededor del Gran Arbol Central (GAC). Como
siempre, hoy tampoco te has acercado a GAC a menor distancia de la
determinada por la longitud de la cadena con la que llevas sujeta a tu
mascota. Una vez en tu casa, te has hecho la pregunta de quién de los
dos habra dado mayor o menor nimero de vueltas alrededor de GAC.
Menos mal que este afio has estudiado Anilisis Complejo; y, por tanto,
has podido justificar la respuesta encontrada. Ahora, cuéntamela a mi.

Solucién: Es conocido por nosotros, de la teorfa, el siguiente resultado:
"Dados dos caminos cerrados v; v v,, vy o € C, si

tefa,b] = |y () =72 ()] <7 () —al,

entonces, Ind,,, (o) = Ind,, (@)". Si adaptamos el lenguaje de caminos a la
situacién real que se nos plantea, la conclusién se sigue de la interpretacion
del indice como contador de vueltas... B



