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Abstract.

In this paper we give a concept of measurability for scalar
functions defined on an arbitrary set X ® @ in the way of E13
and [3]1. We stablish that an I-measurable function which 1is
bounded by an I-integrable function of (3] is also I-integrable.
Moreover a caracterization of I-integrability appears.

Clasificacién &.M.S. ¢ 28A10, ZBAZ0.

En 1] == generali.a el proceso de prolongacion de una
integ-al de Daniell-Bourbaxi a partir de un sistema integral
(X,B,I), donde B a3 un reticulo vectorial de funciones reales
definidas sobre un conjunto arbitrario X = @ e I un funcional en
B no negativo ( sin condic;0n alguna de continuidad ).

Una primera extensién esta dada por @

B':= { 7 « §x=

f maup g , g&@B, g\ {- o3,

Para f @ B" se define 1" ()= Sup ( I(g) ¢+ g €« B , g =717
y, dualmente, definimos B := -B* e I (f):= -1"(-¥), ¥V r @ B".

La necesidad de gque el funcional extendido sea aditivo S
es superaditivo e I° es subaditivo ) nos 1lleva a definir 1las
clases

+

Bei= { f @B : I'(reg) < I'(r) + I'(g) , Y g @ B"
y B_:= - Be. Ahora i* e I son aditivos en B+ y B_ .
respectivamente, y coinciden en B+ Nn B_.
Esto sugiere una extensién de I mediante el usa de las
integrales superior e inferior Ie I, definidas para toda 7 & §X

de la forma usual. Por ultimo se introduce en [1] el conjunto de

las funciones I-sumables
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Boi= { 7 @ BX: 1(r) = I(r) @ R }
v la extension lineal de I @ I(f):= I(F) = 1(f), V & Bo.
Considerando (f+g)eoi= fixy + gixy si Ty +  goo @ R Yy (e]
en otro caso, Bo es un reticulo vectorial.
En [3]1 se introduce la I-convergencia H
dada una funcidén ¥ a ﬁx, se dice que la sucesiodn
{ fn }ns ﬁx I-converge a ¥ si para toda O S h @ B
es I(|Ff—Ffniah) = O,
v se estudia el conjunto de las funciones I-integrables R(B,I):
una funcidén ¥ & ﬁx, se dice I-integrable si existe
¢ hn }ns B I-Cauchy T-convergente a ¥, y se define
Tirrz= lim I(hn).
R(B; I) es reticulo vectorial, T) es lineal en R(B,i) Y
Bo <« R(B,I).
B es T;denso en R{(B,I), ésto es : dada f @& R(B,I) existe
{ hn > & B I-Cauchy tal que ?(]f—hn|)—+ 0. También se prueba que
R(B,I) es cerrado para la f—convergencia y se presentan teoremas
de convergencia de Lebesgue para ia clase de las funciones
I-irntegrablies.
En esta comunicacién presentamos un concepto de medibilidad

en relacidén con los resultados antes descritos.

Defificion 1. Una funcién 7 & @X se dice I-medible si existe una
sucesidén { hn }ns B I-convergente a 7. Notaremos
por M(B,I) al conjunto de todas las funciones
I-medibles.

Se sigue de la propia definicidén que M(B,I1) es reticulo

vectorial y que R(B,I) <« M(B;I).
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Si para ¥,9 & ﬁx notamos TN@:=(Tag)vi(—g), se verifica que

para T,g,h € ix gs ¢ |fnh—-gnh| = 2|F-g|Ahl. (ver [21).
Lema 1: Si ¥ & M(B,I) entonces rnh @ R(B,I), para toda 0Sh & Bo.

Damcostracién: Sza (Anl < B tal que I-converge a ¥. Sea 0k = B,
0<h @ B y consideramos {hn N h }n < B. Por la monotonia de 1 Yy
como O S hak @ B es ( hn N h 1} I-convergente a fnh. Ademas:
£ h; N h )n es I-Cauchy :

I (| hnnh—hmnh|) S 2(T(|hn=F |Ah) +I(|hm=F |~h)) — O3

Jjuego fnh & R(B,;I1) para toda V<h = B.

cinalmente, cono B es aenso en Bo: si 0Sh @ Bo, existe {knl
< B tal gue f(]kn—hl)-» 0 (coroiario 5.7 (11), de donde, con
fohokn 2 0 es |ToMn-Tnh| = | FAMn-Tah| = |Hnaf—hat| = | KFnf—hNT |
< 2{kn-F|Al¥| < Z|Hn-h|, luego el resultado buscado. ]
Nota:

Para ¥ @ ﬁx y g &« R(B,I) tal que |f| S ¢ entonces I_(7) & R.
donde I.(f) t= Sup < T(g) : g<r, ¢ & R(B,I) 2. Obsérvese que

o~
—Iﬁ(g) s I.(r) < I.(g) y que I, = I en R(B,I). Es de notar que

I <1I_en R”.

- =
Lema 2: Sea ¥ e ﬁf tal que fnh & R(B,I), para toda OSh & Bo e.
I‘(f) < R, 2ntonces existe {gn}" < R(B,I) ?—Cauchy tal

que I-converge a 7.

Demostracion: Como I < I_ en ﬁx, por definicioén de I se tiene
que existe {gn}n < B_ tal que Sup {I(grm)> = I(F) <« +m, luego
€gn) S Bo (S R(B,1)). Fero : 0SI(|gn-gm|)SI(gr)-I(gm) = O, e

—_ ~
I=I en Bo ( por [31 ), iuego {gn}n es I-Cauchy.
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Recta prcbar que I-converge a 3 razonemos por reduccién al

absurdo: Supoungamos gue existen 0%h e B.,éc > 0 y < 9 iy
n.
tales IcC|r- 2 o =
que I(] ganAh) > So. Pero |7 gomJAh & Bo, para todo
n € N. En efecto = 0 = * g = d
o 9 ey h e Bo VY fA(gmmH’) Tn(gmm+h)

& R(B,1) y esta acotada por I-sumable, luego ( por 31 ) es

I-sumable. Finalmente, comoO If——gmmlah = T'a(go(m+h)—qmm, v

Bo es corrado para la suma ( teorema 5.2 de [11] )y se tiene Que
17-g,, |~ & Bo. Por definicién de 1, y por ser I=I en Bo.
eviste (In} € B_ con 1 (In) ¢ +m tal que IT-gq ., l~n & In 2 0 e
I(In) = &o/2, ¥n e N.

F= : + - > - 2

2ro T2 Y s In, pues 7-¢_ . = |7 go‘mlAh y T 2 4gn;

¥n « N, luego por la monotonia de 1 y por ser { I(gn) Y = 1)

se llega a contradiccion. L)

Teorema {: Una funcién 7 € ﬁx es I-integrable si, y s6lo si, 72

os I-medible e I_(f) = R.
Demostracieni Los lemas 1 y 2 y que R(B,I) sea cerrado para la
e s

I-convergencia nos danla suficiencia- La necesidad es evidente.®

Teorema 2: Sean f @ M(ByI) vy ¢ < R(B,I) tales que iri = g

entonces ¥ & R(B,;I).

Demostracién: Sea O S f @ M(B,I) y O S h & B. For el lema 1 es

Ak = R(B,1I). Como |71 = g aplicando el lema 2 ° existe

{Qn}n < R(B,I) ?-Cauchy tal que I-converge & T. Come R(B,I) es

cerrado para la I-convergencia se sigue que f & R(B,I). Si

T & ﬁx ~ M(B,I), se razona como antes para 7t y T, y POr ser

R(B,I) recticulo vectorial se tiene el resultado. L]
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- . 5X = .
Corolario ¢ 3e2an ¥ € R7, {fn) € M(B,I) I-convergente a ¥ y g €
R(B,I) tal que |rn|<g, Yn € N, entonces ¥ « R(B, )&
100 = Lm I(h).
Demostracidn: El teorema 2 nos dice que 4{rn} & RI(B,I). Por el

teor=ma de la convergencia dominada de Lebesgue para R(B,I)

( en [31) se tiene al rasultada =
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