
Capítulo 4
Soluciones de ejercicios seleccionados

Sección 4.1.6
1. f ′(x) =

{
1 si x > 0

−1 si x < 0.

2. a′(x) =
(√

x
)cos 2x

(
cos 2x

2x
− sen 2x ln x

)
;

b′(x) = 9
(
sen33x

)cos 3x
(cos 3x cotg 3x− sen 3x ln(sen 3x));

c′(x) =
1√

1− x2
; d′(x) =

(
x + 1

x− 1

)ln x (
1

x
ln

(
x + 1

x− 1

)
− 2 ln x

x2 − 1

)
.

3. D(v1,v2)f(1, 2) = (cos 6− 4 cos 1)v1 − (3 sen 6 + 4 sen 1)v2.

4. D (−2,−4,0)
‖(−2,−4,0)‖

f(0, 0, 1) = 0.

5. axx = ayy =
(
2 + 8(x− y)2tg

(
(x− y)2 − 3

)) (
1 + tg2

(
(x− y)2 − 3

))
;

axy = ayx = −axx;
bxx = − sen(x + zy); byy = zy (ln z)2 (cos(x + zy)− zy sen(x + zy));
bzz = y(y−1)zy−2 cos(x+zy)−y2z2y−2 sen(x+zy); bxy = byx = −zy ln z sen(x+zy);
bxz = bzx = −yzy−1 sen(x + zy);
byz = bzy = zy−1(1 + y ln z) cos(x + zy)− yz2y−1 ln z sen(x + zy).

6. ∇a(x, y, z) =

(
1

1 + x + y2 + z3
,

2y

1 + x + y2 + z3
,

3z2

1 + x + y2 + z3

)
;

∇b(x, y, z) =

(
2y

(x + y)2
,
−2x

(x + y)2
, 0

)
.

7. ∂a

∂x
(x, y, z) =

∂f

∂x
(x, y, z)/f(x, y, z); ∂a

∂y
(x, y, z) =

∂f

∂y
(x, y, z)/f(x, y, z);

∂a

∂z
(x, y, z) =

∂f

∂z
(x, y, z)/f(x, y, z);

∂b

∂x
(x, y, z) =

(
1 + tg2f

(
x2, sen y, z − x

))

×
(

2x
∂f

∂x

(
x2, sen y, z − x

)− ∂f

∂z

(
x2, sen y, z − x

))
;

∂b

∂y
(x, y, z) =

(
1 + tg2f

(
x2, sen y, z − x

))
cos y

∂f

∂y

(
x2, sen y, z − x

)
;
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∂b

∂z
(x, y, z) =

(
1 + tg2f

(
x2, sen y, z − x

)) ∂f

∂z

(
x2, sen y, z − x

)
;

c′(x) = 3f 2(x, sen x, ln x)

(
∂f

∂x
+ cos x

∂f

∂y
+

1

x

∂f

∂z

)
(x, sen x, ln x).

8. (a) y′ =
1− 3x2y3

3x3y2 − 1
; y′′ =

6xy3 + 18x2y2y′ + 6x3y(y′)2

1− 3x3y2
.

(b) y′ =
cos y

x sen y
=

1√
x2 − 1

; y′′ =
− cotg y

x2
(2 + cotg2y) =

−x

x2 − 1
.

(c) y′ =
3x2

6y2 − 4
; y′′ =

3x− 6y(y′)2

3y2 − 2
=

6x− 27x4y

2(3y2 − 2)
.

En la derivada y′′ de (a) queda sustituir y′ por su valor.

9. (a) zx(x, y) =
−(y + z)

x + y − ez
; zy(x, y) =

−(x + z)

x + y − ez
;

zxx(x, y) =
−zx(x + y − ez) + (y + z)(1− zxe

z)

(x + y − ez)2 =
(y + z) [ez(2− y − z)− 2(x + y)]

(x + y − ez)3 ;

zxy(x, y) =
−(1 + zy)(x + y − ez) + (y + z)(1− zye

z)

(x + y − ez)2

=
1

(x + y − ez)3

[
e2z + zez(2− x− y − z)− ez(x + y + xy)− 2(x + y)z

]
;

zyx(x, y) =
−(1 + zx)(x + y − ez) + (x + z)(1− zxe

z)

(x + y − ez)2

=
1

(x + y − ez)3

[
e2z + zez(2− x− y − z)− ez(x + y + xy)− 2(x + y)z

]
;

zyy(x, y) =
−zy(x + y − ez) + (x + z)(1− zye

z)

(x + y − ez)2 =
(x + z) [ez(x + z − 2) + 2(x + y)]

(x + y − ez)3 .

(b) zx(x, y) =
ex cos(y + z)

1 + ex sen(y + z)
; zy(x, y) =

−ex sen(y + z)

1 + ex sen(y + z)
;

zxx(x, y) =
ex(1− e2x) cos(y + z)

(1 + ex sen(y + z))3 ; zyy(x, y) =
−ex cos(y + z)

(1 + ex sen(y + z))3 ;

zxy(x, y) = zyx(x, y) =
−ex(ex + sen(y + z))

(1 + ex sen(y + z))3 .

Sección 4.2.4
1. No se puede aplicar el teorema de Rolle puesto que la función no es continua en el

intervalo propuesto.

2. (a) 3 soluciones como máximo. (b) Como máximo puede tener una solución.

3. Se resuelve aplicando el teorema del valor medio a la función f(t) = cos t en el
intervalo [y, x], y tomando posteriormente valores absolutos.
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4. (a) Para cualquier a ∈ (0,∞) el resultado es 1/
√

2a, para a = 0 el límite es +∞.
(b) α/β. (c) −1. (d) +∞.

5. Para que f sea continua en 0 se tendrá que asignar f(0) = 1/2; de esta forma f
será derivable en 0 pues existe el límite de su derivada en 0, y f ′(0) = 0.

6. La función f es continua en R−{1, 2}. En el punto 1 la discontinuidad es de salto,
y en el punto 2 la discontinuidad es esencial (de salto in�nito). La función f es
derivable en R−{0, 1, 2}, siendo su expresión

f ′(x) =





cos 1
x

+ 1
x

sen 1
x

si x < 0,
1 si 0 < x < 1,
(x− 2)−2 si 1 < x < 2,
2x + 1 si x > 2.

En los puntos 0 y 2 las discontinuidades de f ′ son esenciales (oscilante en el
primer caso, de salto in�nito en el segundo), y en el punto 1 la discontinuidad es
evitable.

7. g(x) =
n∑

k=1

(−1)k+1xk

k
+

(−1)nxn+1

(n + 1)(c + 1)n+1
, con 0 < c < x ó x < c < 0.

Sección 4.3.4
1. f tiene un máximo tanto local como global en −4/3 y un mínimo global en 2; h

presenta máximos locales en −
√

1/3 y
√

1/3, mínimos locales en 0 y 1, máximo
global en 2, y mínimos globales en 0, 1 y −1; j no tiene extremos locales en
[−1/2, 1], aunque sí un mínimo global en 1 y un máximo global en −1/2; en
[−1, 1] no tiene extremos, ni locales ni globales.

2. Se resuelve aplicando el teorema del valor medio a la función f(t) = et en el intervalo
[0, x], y utilizando el hecho de que la función exponencial es creciente. Otro modo
más sencillo: estudiando la monotonía de las funciones r(x) = ex − x − 1 y
s(x) = 1 + xex − ex.

3. (a) No podemos asegurarlo pues no conocemos la monotonía de g. (b) No podemos
asegurarlo pues no conocemos la expresión de g. (c) Por ser g continua en un
intervalo cerrado se puede asegurar que tiene un máximo global y un mínimo
global, aunque puede tener más entre locales y globales.

4. x = 0, 567143.

5. f es convexa en (−∞,− 3
√

2)∪ (1, +∞) y cóncava en (− 3
√

2, +1). El único punto de
in�exión es − 3

√
2.
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Sección 4.4
1. Bastará con comprobar que solo existe un punto de corte entre las funciones y = 1/x

e y − 1/a = −(1/a2)(x− a).

2. Una vez dibujada la grá�ca de f en toda la recta real será fácil ver que la función
no es derivable en los puntos del conjunto {kπ, k ∈ Z}, por lo tanto no será
derivable en los puntos 0 y π del intervalo [−π, 2π] (en −π y 2π sí es derivable al
estar de�nida la función solo a un lado de esos puntos).

3. (a) f ′(x) = 1/(2
√

x); (b) f ′(x) = −1/x2; (c) f ′(x) = 2x + 2.

4. (a) f ′(x) = g′(x + g(a)); (b) f ′(x) = g(a)g′(xg(a));
(c) f ′(x) = (1 + g′(x))g′(x + g(x)); (d) f ′(x) = g′(x)(x− a) + g(x);
(e) f ′(x) = g(a); (f) f ′(x) = g′(x2 + x)(2x + 1).

5. a′(x) =
x(1 + tg2(x2 + 1))

tg(x2 + 1)
√

ln(tg(x2 + 1))
=

2x

sen(2x2 + 2)
√

ln(tg(x2 + 1))
;

b′(x) =
2− 4x2

√
(1− x2)(1− 4x2 + 4x4)

=





−2√
1−x2 si x ∈

(
−1, −1√

2

)
∪

(
1√
2
, 1

)

2√
1−x2 si x ∈

[
−1√

2
, 1√

2

] ;

c′(x) = sec2 x− cos x; d′(x) =
−1

(x− 1)2

√
x− 1

x + 1
=

1

(1− x)
√

x2 − 1
;

e′(x) =
1

x + 1
; f ′(x) =

1

cos x
; g′(x) =

1

2 + 2x2
; h′(x) = 2 sen x cos x = sen 2x.

6. f ′(x) = |2x|. El producto de dos funciones puede ser derivable en un punto aun
cuando una de ellas no lo sea en dicho punto. Pero este resultado no es general.
Por ejemplo, r(x) = 2 es derivable en x = 0, g(x) = |x| no es derivable en x = 0
y (rg)(x) = 2 |x| tampoco lo es.

f ′′(x) =

{
2 si x > 0,

−2 si x < 0;
f (n)(x) = 0, ∀x ∈ R− {0}, n ≥ 3.

7. ax(x, y) = 4x3 − 4y; ay(x, y) = 4y3 − 4x;
bx(x, y) = y

(
1− 1

x2

)
; by(x, y) = x +

1

x
;

cx(x, y) = sen(x + y) + x cos(x + y); cy(x, y) = x cos(x + y);
dx(x, y) = yxy−1; dy(x, y) = xy ln x;
ex(x, y) =

y2

(x2 + y2)3/2
; ey(x, y) =

−xy

(x2 + y2)3/2
;

fx(x, y) =
−2x sen x2

y
; fy(x, y) =

− cos x2

y2
.
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8. cx(x, y) =
x2 + 4xy + y2

(x + 2y)2
; cy(x, y) =

−2(x2 + xy + y2)

(x + 2y)2
;

cxx(x, y) =
6y2

(x + 2y)3
; cyy(x, y) =

6x2

(x + 2y)3
; cxy(x, y) = cyx(x, y) =

−6xy

(x + 2y)3
;

dx(x, y) = 2xyg′(x2y + y2); dy(x, y) = (x2 + 2y)g′(x2y + y2);
dxx(x, y) = 2yg′(x2y + y2) + (2xy)2g′′(x2y + y2);
dyy(x, y) = 2g′(x2y + y2) + (x2 + 2y)2g′′(x2y + y2);
dxy(x, y) = dyx(x, y) = 2xg′(x2y + y2) + 2xy(x2 + 2y)g′′(x2y + y2);
ex(x, y, z) = (ln y)g′(x ln y + z2); ey(x, y, z) =

x

y
g′(x ln y + z2);

ez(x, y, z) = 2zg′(x ln y + z2);
exx(x, y, z) = (ln y)2g′′(x ln y + z2);
eyy(x, y, z) =

−x

y2
g′(x ln y + z2) +

x2

y2
g′′(x ln y + z2);

ezz(x, y, z) = 2g′(x ln y + z2) + 4z2g′′(x ln y + z2);
exy(x, y, z) = eyx(x, y, z) =

1

y
g′(x ln y + z2) +

x ln y

y
g′′(x ln y + z2);

exz(x, y, z) = ezx(x, y, z) = 2z ln yg′′(x ln y + z2);
eyz(x, y, z) = ezy(x, y, z) =

2zx

y
g′′(x ln y + z2).

9. (a) ∇u(x, y, z) =

(
sen x cos x

u(x, y, z)
,
sen y cos y

u(x, y, z)
,
sen z cos z

u(x, y, z)

)
;

(b) ∇u(x, y, z) =

(
1

x + y
,

1

x + y
, 0

)
.

10. fx(x, y) = 2xtg

(
y2

x2 + y2

)
− 2x3y2

(x2 + y2)2

(
1 + tg2

(
y2

x2 + y2

))
;

fy(x, y) =
2x4y

(x2 + y2)2

(
1 + tg2

(
y2

x2 + y2

))
.

Efectivamente la relación xfx(x, y)+ yfy(x, y) = 2f(x, y) es cierta para cualquier
(x, y) ∈ R2 − {(0, 0)}.

11. Dvf(0, 0) =ĺım
h→0

v1

hv2

= ±∞ si v1v2 6= 0.

12. a′(t) =

(
1

2t1/2
,

1

2 (t + 2)1/2

)
; b′(t) =

(
1,

1√
1− t2

,
1

1 + t2

)
; c′(t) =

(−1

t2
,
−2

t3
,

−2t

(t2 − 4)2

)
;

d′(t) =

(
ln |t + 1| − t/ (t + 1)

ln2 |t + 1| ,
t cos t− sen t

t2
, 1

)
, t 6= 0,−1; d′(0) =

(
1

2
, 0, 1

)
;

e′(t) =

(
1

2
√

t
,
1

t
,

−1

(t− 1)2

)
;

fx(x, y) =

(
1

y
, ln y,

1

2
√

x

)
; fy(x, y) =

(−x

y2
,
x

y
, 1

)
;
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gx(x, y, z) =

(
yz cos xyz,

yexy

z
,

1

x− y

)
; gy(x, y, z) =

(
xz cos xyz,

xexy

z
,

1

y − x

)
;

gz(x, y, z) =

(
xy cos xyz,

−exy

z2
, 0

)
;

hx(x, y) = (0, y, 1); hy(x, y) = (0, x, 2).

13. Para obtener el resultado han de hacerse los siguientes cálculos:
α′(t) = (1− 2t) c(t) +

(
t− t2

)
c′(t); β′(t) = b′(t) · c(t) + b(t) · c′(t);

γ′(t) = b′(t)× c(t) + b(t)× c′(t);
δx(x, y) = fx(x, y) · h(x, y) + f(x, y) · hx(x, y);
δy(x, y) = fy(x, y) · h(x, y) + f(x, y) · hy(x, y);
ϕx(x, y, z) = g(x, y, z) + (x− yz) gx(x, y, z);
ϕy(x, y, z) = −zg(x, y, z) + (x− yz) gy(x, y, z);
ϕz(x, y, z) = −yg(x, y, z) + (x− yz) gz(x, y, z).
Los resultados para las tres primeras derivadas son:
α′(t) =

(
−1,

−1

t2
,
−t2 + 8t− 4

(t2 − 4)2

)
;

β′(t) =
1

t2
√

1− t2
− 2 arcsen t

t3
+

1

(t2 + 1) (t2 − 4)
− 2t arctg t

(t2 − 4)2 ;

γ′(t) =

(
2 arctg t

t3
− 2t arcsen t

(t2 − 4)2 +
1

(t2 − 4)
√

1− t2
− 1

t2 (t2 + 1)
,

t2 + 4

(t2 − 4)2 +
1

t (t2 + 1)
− arctg t

t2
,
−1 + arcsen t

t2
− 1

t
√

1− t2

)
.

14. Para simpli�car la expresión de las soluciones, en las cuatro primeras funciones
denotaremos:
A = (x2 − 2xy, y2 − 3); B = (sen(x + 2y), xy − x2);
C = (x2 − y2, x + 2y + 3z); D = (x2 + x + 1, 2x− 1);

Los resultados del ejercicio son los siguientes:
∂a

∂x
(x, y) = (2x− 2y)

∂g

∂x
(A); ∂a

∂y
(x, y) = −2x

∂g

∂x
(A) + 2y

∂g

∂y
(A);

∂b

∂x
(x, y) = cos(x + 2y)

∂g

∂x
(B) + (y − 2x)

∂g

∂y
(B);

∂b

∂y
(x, y) = 2 cos(x + 2y)

∂g

∂x
(B) + x

∂g

∂y
(B);

∂c

∂x
(x, y, z) = 2x

∂g

∂x
(C) +

∂g

∂y
(C);

∂c

∂y
(x, y, z) = −2y

∂g

∂x
(C) + 2

∂g

∂y
(C);

∂c

∂z
(x, y, z) = 3

∂g

∂z
(C);

d′(x) = (2x + 1)
∂g

∂x
(D) + 2

∂g

∂y
(D);
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∂e

∂x
(x, y) =

1

(g(x, y) + h(x, y))2

[(
g2(x, y) + 2g(x, y)h(x, y)− h2(x, y)

) ∂g

∂x
(x, y)+

(
h2(x, y) + 2g(x, y)h(x, y)− g2(x, y)

) ∂h

∂x
(x, y)

]
;

∂e

∂y
(x, y) =

1

(g(x, y) + h(x, y))2

[(
g2(x, y) + 2g(x, y)h(x, y)− h2(x, y)

) ∂g

∂y
(x, y)+

(
h2(x, y) + 2g(x, y)h(x, y)− g2(x, y)

) ∂h

∂y
(x, y)

]
;

∂f

∂x
(x, y) = sen g(x, y)

∂h

∂x
(x, y) + h(x, y) cos g(x, y)

∂g

∂x
(x, y);

∂f

∂y
(x, y) = sen g(x, y)

∂h

∂y
(x, y) + h(x, y) cos g(x, y)

∂g

∂y
(x, y).

15. Para simpli�car la expresión de las soluciones denotaremos:
A = (x2 − y, sen y2 − z, xyz2); B = (y sen x, y cos x, y);
C = (x + y, x + z, y + z); D = (sen x, x, ln x).

Los resultados del ejercicio son los siguientes:
∂a

∂x
(x, y, z) = 2x

∂f

∂x
(A) + yz2∂f

∂z
(A);

∂a

∂y
(x, y, z) = −∂f

∂x
(A) + 2y cos y2∂f

∂y
(A) + xz2∂f

∂z
(A);

∂a

∂z
(x, y, z) = −∂f

∂y
(A) + 2xyz

∂f

∂z
(A);

∂b

∂x
(x, y) = y cos x

∂f

∂x
(B)− y sen x

∂f

∂y
(B);

∂b

∂y
(x, y) = sen x

∂f

∂x
(B) + cos x

∂f

∂y
(B) +

∂f

∂z
(B);

∂c

∂x
(x, y, z) =

∂f

∂x
(C) +

∂f

∂y
(C);

∂c

∂y
(x, y, z) =

∂f

∂x
(C) +

∂f

∂z
(C);

∂c

∂z
(x, y, z) =

∂f

∂y
(C) +

∂f

∂z
(C);

d′(x) = cos x
∂f

∂x
(D) +

∂f

∂y
(D) +

1

x

∂f

∂z
(D).

16. (a) y′(x) = −x/y; y′′ = −(x2 + y2)/y3 = −16/y3.

(b) y′(x) =
cos x− (1 + tgy)

x (1 + tg2y)
; y′′ =

− sen x− 2 (1 + tg2y)
(
y′ + x (y′)2 tgy

)

x (1 + tg2y)
,

en y′′ habrá que sustituir la expresión de y′.
(c) y′(x) =

2x3 + xy2

y − x2y
;

y′′ =
4xyy′ + 6x2 + y2 − (y′)2 (1− x2)

y (1− x2)
=

(1 + 2x2)y4 + (6x2 − 2x4)y2 − 4x6

(1− x2)2y3
.
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(d) y′(x) =
(x + y) y cos xy − 1

1− (x + y) x cos xy
; y′′ tiene una expresión complicada.

(e) y′(x) =
−y2 − 24x2 − 3y

2xy + 3x
; y′′ =

−y′ (4y + 6)− 48x− 2x (y′)2

2xy + 3x
; en y′′ habrá

que sustituir la expresión de y′.
(f) Similar al apartado (a) .
(g) y′(x) =

ex cos y

1 + ex sen y
; y′′ =

(ex − e3x) cos y

(1 + ex sen y)3 .

(h) y′(x) = −tgy; y′′ = tgy
(
1 + tg2y

)
.

La ecuación de la recta tangente a la grá�ca de la función y = f(x) del apartado
(a) en el punto (3,

√
7) es g(x) =

−3√
7
(x− 3) +

√
7, y de la función y = f(x) del

apartado (c) en el punto (1/
√

2, 1/
√

2) es g(x) = 3

(
x− 1√

2

)
+

1√
2
.

17. (a) zx =
24x2 − 3y − z2

2z (x + y2)
; zy =

−3x− 2yz2

2x + 2y2
; zxx =

2x + zx(z − 1)

x + y2
;

zyy =
−z2 − 2yzy(1 + z)

2z (x + y2)
; zxy =

−3− 2zzy − 4yzx

2x + 2y2
; zyx =

−3− 4yzzx − 2zy

2x + 2y2
.

(b) zx = −x/z; zy = −y/z; zxx =
−x2 − z2

z3
; zyy =

−y2 − z2

z3
; zxy = zyx =

−xy

z3
.

(c) zx = −tg(y + z); zy = −1; zxx = tg(y + z)
(
1 + tg2(y + z)

)
;

zyy = zxy = zyx = 0.

18. c =
−2−√19

3
.

19. No se contradice el teorema de Rolle, pues la función no es derivable en el punto
−3/2 ∈ (−1,−2). Por tanto, no puede aplicarse dicho teorema.

20. (a) 2 soluciones como máximo. (b) 2 soluciones como máximo.

21. Hay dos soluciones posibles: c1 =

√
1− 4

π2
, c2 = −

√
1− 4

π2
.

22. Se prueba considerando la función f(t) = sen t en el intervalo [y, x].

23. ĺım
x→1

x

x− 1
− 1

ln x
=

1

2
; ĺım

x→−∞
x− sen x

x + sen x
no existe;

ĺım
x→0

sen x

x
= 1; ĺım

x→0+

e1/x

ln x
= −∞;

ĺım
x→0

xx = 1; ĺım
x→0

xe1/x no existe;

ĺım
x→1

(x− 1)tg
πx

2
=
−2

π
; ĺım

x→+∞
ex

x + ln x
= +∞;

ĺım
x→1

(
1− 1

x

)x−1

= 1; ĺım
x→0

(
1 +

1

x2

)x sen x

= 1.
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24. ĺım
(x,y)→(0,0)

sen xy

xy
= 1,

ĺım
(x,y)→(0,1)

(ln y)(tgx)

x(y − 1)
= 1.

25. La función f es continua en R−{2}. En el punto x = 2 la discontinuidad es de
salto.

26. a es continua y derivable en R; b es continua en R−{0} y derivable en R−{0, 1};
c es continua y derivable en R; d es continua y derivable en R. Las funciones
derivadas que nos pide el ejercicio son las siguientes:

a′(x) = 2 |x|, x ∈ R; b′(x) =





2x si x < 0,
−1/x2 si 0 < x < 1,
3x2 − 2 si x > 1;

c′(x) =

{
3x2 sen 1

x
− x cos 1

x
si x 6= 0,

0 si x = 0;
d′(x) =

{
2
x3 e

−1/x2 si x 6= 0,
0 si x = 0;

c′′(x) =

(
6x− 1

x

)
sen

1

x
− 4 cos

1

x
, x 6= 0; d′′(x) =

(
4

x6
− 6

x4

)
e−1/x2 , x > 0.

c′′(0) no existe. La discontinuidad de b en el punto 0 es esencial.

27. Dom f =
{
x ∈ R, − 1 ≤ x |x| − 1

2
≤ 1

}
=

[
−

√
1
2
,
√

3
2

]
.

La función es derivable en
(
−

√
1
2
,
√

3
2

)
, y su expresión es

f ′(x) =





−2x√
1− (

x2 + 1
2

)2
si −

√
1

2
< x < 0,

2x√
1− (

x2 − 1
2

)2
si 0 ≤ x <

√
3

2
.

28. La función f es continua en R−{−1}. En el punto −1 la discontinuidad es esencial.
La función f es derivable en R−{1,−1}, y su expresión es

f ′(x) =





2

(x + 1)2 si 1 < x,

−2

(x + 1)2 si − 1 < x < 1,

2

(x + 1)2 si x < −1.

La función f ′ es continua y derivable en R−{1,−1}. f ′ tiene una discontinuidad
esencial en el punto −1 y de salto en el punto 1. Las discontinuidades de f ′′

coinciden con las de f ′.
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29. La función f es continua en R, y derivable en R−{1,−1}, su expresión es

f ′(x) =





4x

(x2 + 1)2 si x < −1,

−4x

(x2 + 1)2 si − 1 < x < 1,

4x

(x2 + 1)2 si 1 < x.

La función f ′ es continua en R−{1,−1}. f ′ tiene en los puntos 1 y −1 discon-
tinuidades de salto.

30. La función f es continua en [−1, 1) ∪ (1, 3]. Para que sea continua en [−1, 3] se
tendrá que de�nir f(1) = 4/9, que es el límite de la función en el punto 1.

31. La función f es continua en R−{0}. Para que sea continua en R se tendrá que
de�nir f(0) = 0, que es el límite de la función en el punto 0.

32. l(x) = 1 + x +
x2

2
+

x4esen c

4!

(
sen4c + 6sen3c + 5sen2c− 5 sen c− 3

)
, con 0 < c < x

ó x < c < 0.

33. (a) f(x) =
n∑

k=0

xk

k!
+

ecxn+1

(n + 1)!
, con 0 < c < x ó x < c < 0.

(b) h(x) =
n∑

k=1

(−1)k+1(x− 1)k

k
+

(−1)n(x− 1)n+1

(n + 1) cn+1
, con 1 < c < x ó x < c < 1.

(c) k(x) =
n∑

k=0

(−1)k(x− 1)k +
(−1)n+1

cn+2
(x− 1)n+1, con 1 < c < x ó x < c < 1.

34. La función a tiene un mínimo tanto local como global en 0 y un máximo global en
−1/2.
La función b no tiene extremos locales, tiene un mínimo global en −1 y un máximo
global en 1.
La función c en R tiene un mínimo tanto local como global en −1 − √

2 y un
máximo tanto local como global en −1+

√
2; c en [−2, 1/2] no tiene mínimo local,

tiene un mínimo global en −2, y un máximo tanto local como global en −1+
√

2.
La función d en [0, 1) ∪ (1, 5] no tiene extremos ni locales ni globales; d en [2, 4]
no tiene extremos locales, tiene un máximo global en 2 y un mínimo global en 4.
La función e en R no tiene extremos globales, tiene un mínimo local en 1 y un
máximo local en −1; e en [−3/2, 3] tiene un máximo global en 3, y un mínimo
tanto local como global en 1.
La función f en R no tiene mínimos, y presenta un máximo tanto global como
local en 0; f en [−1, 2] presenta un máximo tanto global como local en 0, tiene
un mínimo global en 2 y no tiene mínimos locales.
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La función g en R tiene dos mínimos tanto locales como globales, en 1 y en −1,
y un máximo tanto local como global en 0; g en [−2, +∞] presenta los mismos
extremos que en R; g en (−1, 2] presenta un máximo tanto local como global en
0, un mínimo local en 1, y dos mínimos globales, en 1 y en −1.
La función h en R−{−1} tiene un mínimo tanto local como global en 1 y no
tiene máximos; h en [1, 4] no tiene extremos locales, tiene un mínimo global en
1, y un máximo global en 4.
La función i no tiene extremos locales, presenta un máximo global en 2, y un
mínimo global en −2.
La función j no tiene extremos locales, no tiene máximo global, y presenta un
mínimo global en 0.
La función k no tiene máximos, presenta un mínimo global en 0, y un mínimo
local en 1.

35. (a) La función estará acotada por su valor máximo y su valor mínimo, si los tiene
(pero si no los tiene también podría ser acotada). Este apartado se responderá
con los resultados del siguiente. (b) Máximo global en

√
2, mínimo global en -

√
2.

36. a = −1/2, b = 3/2, c = d = 0.

37. Solo se puede asegurar la a�rmación (b).

38. Solo se puede asegurar la a�rmación (c).

42. La capacidad máxima es de 0,5 m3. El método empleado consiste en tener en
cuenta las fórmulas del área y del volumen, y expresar esta última como función
de una sola variable para posteriormente obtener su máximo global.

43. (a) La empresa debe producir semanalmente 2000 kg para obtener bene�cios máx-
imos (que serán de 1775255,13 euros).
(b) La empresa sufrirá perdidas mayores en el caso de producir 30,33 kg, que
supondría unas pérdidas de 42893,22 euros.

44. Las dimensiones en función del perímetro P son las siguientes: la base y el largo
del rectángulo son respectivamente 4P/(8 + 3π) y (4 + π)P/(16 + 6π).

45. El número exacto de ceros es 1, y se encuentra en el intervalo (2, 3).

50. La función a tiene tres ceros, uno en (−2,−1), otro en (0, 1) y otro en (1, 2). La
función b solo tiene un cero y se encuentra en (0, π/2). La función c tiene dos
ceros y se encuentran en los intervalos (0, 1) y (3, 4). La función d tiene un cero
en x = 0, otro en el intervalo (0, π/2) y otro en (π, 3π/2).

51. La ecuación solo tiene una solución que se encuentra en el intervalo (−1, 0). La
solución es x ' −0,839286755.
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52. (a) La ecuación tiene una única solución. (b) La solución se encuentra en el inter-
valo (−2,−1). La aproximación a la solución se obtiene tomando en primer lugar
(por bisección) x1 = −1,5, y las siguientes por el método de Newton-Raphson
x2 = −1, 52173, x3 = −1, 5213798, x4 = −1, 5213797068045.

53. (a) x = 0,34729635534. (b) x = 0,739085133. (c) x1 = 0,15859433956, x2 =
3,14619322062. (d) x1 = 0, x2 = 1,1655611852, x3 = 4,6042167772 (x3 no se pide
pero es interesante; se encuentra en el intervalo (π, 2π)).

54. Para las ocho primeras funciones, el estudio de la concavidad y convexidad se hará
en el dominio más ámplio posible.
La función a es convexa en (−∞, 1/3)∪ (1,∞), cóncava en (1/3, 1), y sus puntos
de in�exión son 1/3 y 1; la función b es convexa en (0,∞), cóncava en (−∞, 0),
y su único punto de in�exión es 0; la función c es convexa en (−2 − √3,−2 +√

3) ∪ (1,∞) y cóncava en (−∞,−2 − √3) ∪ (−2 +
√

3, 1); por tanto sus pun-
tos de in�exión son tres: −2 − √

3, −2 +
√

3 y 1; la función d es convexa en
(−1, 0) ∪ (1,∞), cóncava en (−∞,−1) ∪ (0, 1), y su único punto de in�exión es
0; la función e es convexa en (0,∞), cóncava en (−∞, 0), y su único punto de
in�exión es 0; la función f es convexa en (−∞,−1/

√
3)∪ (1/

√
3,∞), cóncava en

(−1/
√

3, 1/
√

3), y sus puntos de in�exión son −1/
√

3 y 1/
√

3; la función g es con-
vexa en (−1,−1/

√
3)∪(1/

√
3, 1), cóncava en (−∞,−1)∪(−1/

√
3, 1/

√
3)∪(1,∞),

y sus puntos de in�exión son −1,−1/
√

3, 1/
√

3, 1; la función h es convexa en
(−∞,−1) ∪ (−1, 1), cóncava en (1,∞), y su único punto de in�exión es 1; la
función i es convexa en (0, 2), cóncava en (−2, 0), y su único punto de in�exión
es 0; la función j es convexa en (0,∞), cóncava en (−∞, 0), y no tiene puntos de
in�exión; la función k es convexa en (−3, 0) ∪ (0, 1) ∪ (1, 2), en ningún intervalo
es cóncava y, por tanto, no tiene puntos de in�exión.
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