Foéormulas de Matemaéticas ITA 2008/09

Tema 1. Nimeros reales y complejos, y espacio euclideo
Exponencial compleja '

e = ¢% (cos b+ i sen b)
Foéormula de De Moivre

2" = |z]" (cosmb + isennf) (0 = argz)

Tema 3. Funciones: limites y continuidad

Limites tipo 1*°

Si f(x) — 1y g(x) — oo cuando = — a (puede ser a = +00), entonces

lim f(x)g(x) _ pamlo@)(f(z)=1)]

r—a

Tema 4. Derivacion
Derivada direccional de f en un punto a y en la direccién de un vector unitario u

D.f(a) = lim fla+ h%;L) — f(a)

Si f es de clase C! en un entorno de a, entonces D, f(a) = V f(a) - u

Iteracion del método de Newton-Raphson

f(xn—l)

Tpn =Tp-1— 71 n=>1

f'(2n-1)

Tema 5. Integracion

Integracién por partes
/udv:uv—/vdu

Integracién mediante cambio de variable

Jarorrwan=| 4G = [awa=co+ o= aie o

Foérmulas trigonométricas

1. sen’x +cos?x = 1 2. sen 2x = 2sen x cos T
1 —cos2x

3. cos2xr = cos?x —sen®x 4. sen’x = 5



1 2 —y) —
+ cos 2z 6. senzsen y = cos(z —y) — cos(z +y)

5. cos® x =

2 2
7. coszcosy = cos(z — y) ;L cos(z +y) 8. senz cosy = sen(z — y) ;L sen(z + y)

Integraciéon de funciones trigonométricas
(a) Realizando el cambio t = tg(x/2):

2t 1—t%\ 2
/R(senx,cosx)dmz/li’(l_i_tg,1+t2)1+t2 dt.

(b) Realizando el cambio ¢ = tgx:

£ 1 1
2 2 =
/R(sen x, cos x,tgﬂﬂ)dm/R<1+t2’1+t2’t>1—|—t2 .

Integracién por cambio de variable a coordenadas esféricas

J[[ #@ydedvas = [[ [ sen6 sipcososennpsentseno. peos o) dpdo o

Método de los trapecios

[ sorae="

Método de Simpson

/abf(x)dx:%

Voliimenes y areas laterales de cuerpos de revolucién

(b —a)®
12n?

f(c).

fla) +2 3 )+ £0)

(b—a)®

~ oxzont ! ().

Sea f una funciéon continua en un intervalo [a,b]. Consideramos el cuerpo de revolucion
obtenido al girar alrededor del eje z la region determinada por la grafica de f y el eje x. El
volumen de dicho cuerpo es

V(f,z,a,b]) Zﬂ/ A(x) d.

Si ademés f es una funciéon no negativa de clase C' en [a,b], entonces el drea lateral de la
superficie de dicho cuerpo es

A(f, 2, [, b)) :27r/ F@)V/IT (F(2)? de.

Sea f una funcion continua y no negativa en un intervalo [a,b], con a > 0. Entonces, el
volumen del cuerpo de revolucion generado al girar la region determinada por la gréafica de fy
el eje x en torno al eje y es

V(f,y,[a,b]) = 2r / o f(x) da.

a

Si ademas f es de clase C'! en [a, b], entonces el area lateral de la superficie de dicho cuerpo de
revoluciéon se obtiene mediante

AuF, [, B]) :27r/ o1+ () de.



Tema 6. Ecuaciones diferenciales
En lo que sigue, las funciones a(t), b(t) y ¢(t) de que se trate seran siempre continuas.

Ecuacién diferencial lineal de primer orden y ecuacién de Bernouilli

La solucion de la ecuacion diferencial 3 + a(t)y = b(t) es

y(t) = [K + / b(t)el aﬁ)ﬁdt} e~ Jad K e R,

Para resolver la ecuacion diferencial y' + a(t)y = b(t)y® se realiza el cambio y = =

Ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden

En este apartado consideraremos las siguientes ecuaciones:
Y+ a(t)y + b(t)y = 0. (1)
y' +alt)y +b(t)y = f(t). (2)

Teorema 1 Dada yy(t) # 0 una solucion de (1), sea

t) = [/%dt]ym

Entonces, {y1,y2} es un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion (1).

Método de variacién de parametros o de Lagrange

Este método permite obtener una solucion particular y; de la ecuacion diferencial (2) a
partir de un conjunto fundamental de soluciones {y;,y2} de (1) de la siguiente forma:

yf(t)_[ W(y(f)z?i% } UWyl,yz ] (8)

donde W (y1,y2)(t) es el Wronskiano de {y1,y-}.

Método de los coeficientes indeterminados

Para el caso no homogéneo con coeficientes constantes, es decir, para una ecuacion del tipo
y'+ay +by = f(t), (3)
supongamos que f es una funcién de la forma:
F(£) = €' [pa(t) cos Bt + g (t) sen 5],
siendo p,, y ¢, funciones polinomicas de grados n y m respectivamente. Sea k = méax(m,n) y

0 si a+ Bi no es solucion de 72 +ar +b =0,
s=< 1 si a+ i es una soluciéon simple de 72 +ar +b =0,
2 si o+ Bi =a es una solucion doble de 2 +ar +b = 0.

Entonces, existe una solucion particular de la ecuacion (3) de la siguiente forma:
yr(t) = t°e™[Py(t) cos Bt + Q. (t) sen 3],

donde Py y Q) son polinomios de grado k.



Tema 7. Curvas y superficies

Sea C' una curva con parametrizacion r: [a,b] — R" n =2 6 3. Entonces:

(a) El vector tangente unitario a C' en el punto r(t) es (si existe) T'(t) = Ol t € [a,b].
r
o .. T'(t)
(b) El vector normal principal a C' en el punto r(t) es (si existe) N(t) = EDIR t € [a,b].
b
(c) La longitud de la curva C' es (si r es de clase C') L(C) = / |7 ()| dt.
Sea S una superficie con parametrizacién s: A C R? — R3. Entonces:
o Os ds
(a) Un vector normal a S en un punto s(u,v) es (si existe): N(u,v) = a—(u, v) X a—(u, v).
u v

(b) El area de S es (si existe la integral): area(S) = // IIN (u,v)|| dudv.
A

Tema 8. Campos escalares y campos vectoriales

Lineas de flujo

Sea I’ un campo vectorial y a un punto de su dominio. La linea de flujo de F' que pasa por el
punto a se obtiene resolviendo el siguiente problema de valores iniciales: /'(t) = F(r(t)),(0) = a
(r es una parametrizacion de la linea de flujo).

Gradiente, rotacional, divergencia y laplaciano

Sean f y I un campo escalar y un campo vectorial, respectivamente, ambos de clase C! sobre
cierto dominio 2 C R? (todo serd semejante para n = 2, salvo que se indique expresamente).
Entonces, para cada (x,y, z) € (2 se define:

Vie,y,2) = (af 07 of )<y )

dx’ 9y’ 9z

OFy _OF; OF OF; OF; OR\
By 0z’ 9z ox ar oy )Y

rot F(z,y,2) =V x F(x,y,z) = (

rot F(z,y) = (0,0, %(m,y} — %—Zl(zr,y)) (n=2)

OF, O0F, OF
v Fle,2) =¥ Flona) = (50 + 52 + 52 ) )

Af(ay, ) = V2 (2, y,2) = div(V ) (.9, 2) = (82f N ) (6,9.2) (f € C2Q)

ox?  Oy*> 022

Teorema 2 Si f y F son de clase C?, entonces rot(Vf) = 0 y div(rot F') = 0.



Integracién sobre curvas y superficies

Sean f y F' un campo escalar y un campo vectorial, respectivamente, ambos continuos y
definidos sobre cierto dominio 2 C R3. Sea C una curva regular a trozos incluida en , con
parametrizacion r: [a,b] — R3. Sea S una superficie orientable y suave a trozos incluida en 2,
con parametrizacién s: A — R3, siendo A un conjunto conexo de R% Entonces se tiene que

/fdr—/ £ ) 170 dt, /Fdr—/bF(r(t))-r’(t)dt,
/Sfds://Af(s(u,v))HN(u,v)Hdudv, /Fds_// N (u, v) du do.

En el caso de integrales de linea puede ocurrir que 2 C R?, pero las definiciones son idénticas.

Teorema 3 (de Green) Sea F': A C R* — R? de clase C'. Sea R C A un conjunto conezo,
cerrado y acotado tal que su frontera OR estd formada por una o varias curvas cerradas, simples

y requlares a trozos Cy,Cs, ..., C, que no se cortan entre si, donde Cy es la “frontera exterior”
(orientada en el sentido antihorario por ri) y Ca,...,C, son —si las hay— las “fronteras
interiores” (orientadas en el sentido horario por ro...,r,). Entonces

a OF, OF,
Fdr = /Fdri:// (— x,y ——ﬂt,y)d:vdy.
/33 ; Ci R 833( ) 33/( )

Teorema 4 (de Stokes) Sea I es un campo vectorial de clase C' sobre un conjunto conezo y
abierto B de R3. Sea S una superficie contenida en B que sea orientable, suave y simple respecto
a cierta parametrizacion s: A — R3, que es de clase C? en el interior de A. Supongamos que
el dominio A de s es un conjunto conexo, cerrado y acotado de R? cuya frontera OA es una
curva cerrada, simple y reqular a trozos respecto de cierta parametrizacion f: [a,b] — R?, que la
orienta en el sentido antihorario. Si se parametriza 0S —el borde de la superficie S— mediante
la funcion r = so f, entonces se satisface la siguiente igualdad:

/ Fdr://roths.
a8 s

En general, esta igualdad se satisface siempre que las orientaciones dadas a 0S y a S por r y
s, respectivamente, cumplan la regla del sacacorchos.

Teorema 5 (de Gauss o de la divergencia) Sea F' un campo vectorial de clase C* sobre
un conjunto conexo, cerrado y acotado V de R3 cuya frontera OV es una superficie cerrada,
suave a trozos y orientable. Si OV se orienta hacia fuera (hacia el exterior de V'), entonces se
satisface la siguiente tqualdad:

// Fds:/// div F(z,y, z) dzdydz.
ov v



