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Semigrupos numéricos

S es un semigrupo numérico, i.e.
un subsemigrupo aditivo de N con 0 € Sy med(S) = 1.

N — S es finito y §(5) = Card(N — 5) denota el nimero de
lagunas de S.

El conductor de S es ¢c(S) =min{s € §: n>s=nec S}.
El nimero de Frobenius de S es §(S) = c(s) — 1.

S admite un conjunto minimo de generadores: S = (bo, ..., by),
bo = min(S - {0}), b2‘+1 = mfn(S - <b0, ..... ,bi», 1= 0, s g — 1.

El conjunto de Apéry de S, respecto de by, es
Ap(S,bo) = {S €S :s—by ¢ S}
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Curva monomial asociada a un semigrupo numeérico

Los S son ttiles en el estudio de singularidades de curvas algebraicas.

Si § = (bo, ..., by), entonces Xy = tho .. Xy = th es la curva
monomial asociada a S.

La inmersién de la curva monomial en el espacio afin Ay viene
dada por el homomorfismo de K-algebras

(ZSO:A:K[XUa”ng] — K[tbo,...7tb9]
Xi — tbi
Xé\o - X;\g — t>\0b0+--.)\gbg —m

En este sentido, un problema en el semigrupo es ahora un problema
en el ideal ker ¢, y viceversa, y

R=1Img¢y = K[t™,m € §] = K[S]

es el algebra de coordenadas afines de la curva monomial asociada a S.
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Curva monomial asociada a un semigrupo numeérico

De hecho, R y A son anillos graduados con grados significativos
en S, en el siguiente sentido

R:@Rm, con R,, = Kt™; A:@Am
mesS meS

siendo A,, el espacio vectorial generado por los monomios
XS‘O .. .X;\" con Aobg + -+ - + A\gby = m y siendo ¢¢ un
homomorfismo de grado cero.

En 1991, Campillo & M. introducen objetos combinatorios
(complejos de Koszul) asociados a las relaciones

m = Aobo + - - - + Agby, con A\; € N, para los elementos de S con
el objeto de obtener informacién sobre S.
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Clases de semigrupos numéricos

Las clases de semigrupos que consideraremos aqui reciben el
nombre de sus clases de curvas asociadas.

Cualquier S verificam € S = ¢(S)—1—-m ¢ S.
S es simétricosi me S <= c(S)—1—-m¢S.

Si S es simétrico, ¢(S) = 26(5)
(Fréberg, Gotlieb & Héggkvist 1997).

Los semigrupos simétricos son exactamente aquellos para los
que la K-dlgebra R es Gorenstein (Campillo & M. 1991).
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Clases de semigrupos numéricos

S es de interseccion completa si el anillo graduado R = K9] es
de interseccién completa, i.e. si el ideal ker ¢g se puede generar
por g elementos homogéneos.

En este caso, podemos escribir la curva monomial asociada

X; =t%, 0 <i< g, como una interseccién de g hipersuperficies
de la forma f;(Xo,...,X,) =0,1<i<g.
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Clases de semigrupos numéricos

Sean N; = e;_1/e;, con e; = med(bg, ..., b;), i =0,1, ..., g.
S es libre si N;b; € <b(), e ,bi_1>, 1=1,...,9.

Herzog 1970 probé que libre implica simétrico.
También implica de interseccién completa, ya que si
Nib; = Njobo + -+ + )\Z’,iflbifla con \;; € N, entonces
thVibi = priobot+Aii1bio1 ¢ g partir de X; = t%, las
hipersuperficies son

FilXoy . Xg) = XN — X0 X =0, 1<i<g.

Podemos obtener la curva monomial de las ecuaciones f; = 0
recurrentemente desde ¢ = 1 hasta i = g.
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Clases de semigrupos numéricos

S es de curva plana si es libre y N;jb; < bjyq, i=1,...,9— 1.
A cada curva plana con representacion paramétrica

r=1t%, y=1t1+..-4+t%, le asociamos el semigrupo

S = (bg, ..., bg) con by = o, by = 1y biy1 = ciy1 — ¢ + Nib;.
Si S = (bo, .....,by) es de curva plana, entonces

Ap(S,bo) = {pmb1 + -+ pgby : 0 <y < N, 1 <k <g}
y los términos de Apéry solo son de esta forma.
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Clases de semigrupos numéricos

En general:

. interseccion completa
curva plana = libre =— g
simetrico
Para S = <b0, bl,bz>:

curva plana = libre = intersecciéon completa <= simétrico

Para
S es de curva plana con

S = (bo, by): Ap(S,bo) ={0,b1,2b1,...,(bo — 1)b1} y

c(S) = (bo — 1) (b1 — 1)
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L-FORMAS ASOCIADAS A UN 3-SEMIGRUPO NUMERICO
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Digrafo de doble lazo

Un digrafo de doble lazo G = G(N;a,b),conl <a<b< Ny
mcd(a, b, N) = 1, tiene

V(G) = Zy=A[0]n,[1]N,-, [N —1]n},
A@G) = {liln S li+an, iy > li+blx: i=0,.,N—1}.
El peso de un camino en G es la suma de los pesos de sus arcos.

Un camino de [i]y a [j]y es minimo si es de peso p;; minimo
para todos los caminos de [i|y a [j]|n-

Este peso se conoce como la distancia dg([i]~, [j]n) = pij en G.
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Digrafo de doble lazo

Cada cuadrado unitario [i, j] := [i,i + 1] x [j,5 + 1] € R?, con
(i,7) € Z?, se asocia al vértice [ia + jb]y del digrafo G alcanzado
por un camino de longitud ia + jb desde el vértice [0]x.

El plano se ve teselado por baldosas en forma de L: L(I, h,w, y).

E R

(.-y)
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Diagrama de distancias minimas

Cada L-forma L(I, h,w,y) tiene N = lh — wy cuadrados
unitarios que representan los N vértices del grafo.
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Diagrama de distancias minimas

Cada L-forma L(I, h,w,y) tiene N = lh — wy cuadrados
unitarios que representan los N vértices del grafo.

La L-forma L(l, h,w,y) es degenerada (rectangular) si wy = 0.

I !
L(Lh,w,0) L(1,h,0,y)
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Diagrama de distancias minimas

Cada L-forma L(I, h,w,y) tiene N = lh — wy cuadrados
unitarios que representan los NV vértices del grafo.

La L-forma L(l, h,w,y) es degenerada (rectangular) si wy = 0.
De todas las posibles teselaciones que podemos asociar al
digrafo G(NN;a,b), nos interesan las que son diagramas de
distancias minimas (DDM), H, i.e. si [i, j] € H, entonces
dg([O}N, [ia —I—jb]N) =1a + 7b.

De este modo, {ia + jb: [i,j] € H} = Ap({a,b, N), N).

Definicion: Una L-forma H esta asociada a un semigrupo
S = {(a,b,N) si H es un DDM del digrafo G(N;a,b).
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Ejemplo DDM

Ejemplo G(11;4,9): H = L(5,3,4,1)

4:8!1519;21!610;3]7
6 110, 3(7]0:4:8:1:5]9
8:/1,519:2:6;10:3]|7]0
10:3|7]0:4:811:5]|92
115|926 10:3|7]|]0:4
3|7]10:4:8:1:5]9:2:6
5]19:2:16:10:3 (7048
71014181 1:5191216 110
9121611013 [7]10:1418:1
0i4:1811:5[9i2i6110:3

Cada cuadrado [i,j] € N? tiene etiqueta [4i + 95]11
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L-forma asociada

Ejemplo: S = (4,9,11), H = L(5,3,4,1)
Ap(S,11) = {0,4,8,9,12,13,16, 17, 18,21, 25}

45149 |53 157 61:65:69|73[77!81]
3

640444852 5660|6468 72

127|31135139:43{47|51 555963

18|22 12613034 38|42 14650 54|
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9 113117121 125(29(33 3741 45/

,,,,, U S O M

Cada cuadrado [i, j] € N? tiene etiqueta 4i + 95
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RESULTADOS PREVIOS
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Resultados previos

Cada 3-semigrupo numérico tiene asociada al menos una

L-forma (R&dseth 1978).
Teorema (A. & M. 2010) Sea H = L(l, h,w,y) asociada a
S = (a,b,N). Se tiene
e Si (la—yb)(hb —wa) > 0, entonces H es la unica L-forma
asociada a S.

@ Si hb = wa, entonces S también tiene asociada la L-forma

L(w,2h —y,2w — 1, h) I < 2w,
L(w, ([l/w| + 1)h —y,w—r,h) 1 >2w >0,
Ti(H) = l=|l/w]w+r,
0<r<w,
L(w,lh/w —1y,0,h) [>2w>0,w]|l
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Resultados previos

e Sila = yb, entonces S también tiene asociada la L-forma

L2l — w,y,1,2y — h) h < 2y,
L(([h/y] + D)l —w,y,l,y—7) h>2y >0,
Ta(H) = b= h/yly +7,
0<r<uy,
L(lh/y — w,y,1,0) h>2y>0y]|h.

o TooTi(H)=H y TioT2(H)=H.
o i(H)#H vy Ta(H) #H.

e Si (la —yb)(hb —wa) = 0, entonces S tiene exactamente
dos L-formas asociadas.
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Resultados previos

Teorema (A. & M. 2010): Sea S = (a,b, N) un 3-semigrupo y

H = L(l, h,w,y) una L-forma asociada a S. Entonces

S es simétrico si, y solo si, wy = 0 o (la — yb)(wa — hb) = 0.

VIII JMDA 2012, Almeria. Clasificacién de 3-semigrupos numéricos mediante L-



CLASIFICACION DE 3-SEMIGRUPOS MEDIANTE L-FORMAS
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Clasificacion

Vamos a clasificar los 3-semigrupos numéricos S = (a, b, N)
asociados a curvas monomiales en términos del niimero y la
degeneracién o no de sus L-formas asociadas.

Esta clasificacién depende de que {a,b, N} sea 0 no un sistema
minimo de generadores de S.

Como 1 < a<b< N, mcd(a,b, N) = 1, distinguimos dos casos:
e {a,b, N} no es un sistema minimo de generadores.

En este caso mcd(a,b) € {1, a}.

o El sistema {a,b, N} es minimo.
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SISTEMA DE GENERADORES NO MINIMO
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Clasificacién: med(a,b) =1y N € (a,b)

Teorema 1: S = (a,b,N), con 1 < a <b< N, med(a,b) =1,
N = Xa+ ub con \, u € NU{0}. Entonces
(a.l) N=Xa, A\<b: Ir,0<r <\ r=-bmbd \), entonces

existe una unica L(\,a, A —r,0)

(a.2) N = Aa, A\ > b: entonces H = L(\,a,b,0) y
g bt
Ti(H) =
bl A
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Clasificacién: med(a,b) =1y N € (a,b)

(b.1) N=pub, p<a: Ir,0<7r < p, r=—a(méd p), entonces

existe una unica L(b, u, 0, — 1)

(b.2) N = ub, u > a: entonces H = L(b, u1,0,a) y

_ lll af
Ta(H) ] a

alp
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Clasificacién: med(a,b) =1y N € (a,b)

(¢) N = Xa = pub> absi, y solo si, S tiene asociadas

M= Lvab ) |y ) = Lb.p0.0)

(d) N=Xa+ ub,a,bt N: = N=Na+pbconl<y <a,

entonces H = L(N +b,a,b,a — 1) ll' y Ti(H) ll'
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Clasificacién: med(a, b, N) =1y b= ka

Teorema 2: S = (a,b,N), 1 <a <b< N, med(a,b,N) =1y
b = ka. Entonces

(a) S tiene asociadas dos L-formas y al menos una es de la

forma H = L(N,1,k,0) E

(b) S tiene asociadas dos L-formas degeneradas si, y solo si,

k| N. Estas son % y 71 (%) = L(k, N/k,0,1)
(c) SiktN,las L-formas son H y

Ti(H) = L(k,|N/k| +1,k—r,1) & con
N=|N/klk+ry0<r<k.
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SISTEMA MINIMO DE GENERADORES
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Clasificacién: med(a,b) =1y N ¢ (a,b)

N solo puede tomar valores en el conjunto de lagunas del
semigrupo S” = (a, b).

En particular, b < N < (a —1)(b—1).

Teorema 3: S = (a,b,N), 1 <a <b< N, mcd(a,b) =1,
N ¢ (a,b):
(a) S no es simétrico si, y solo si, tiene asociada una tnica

L-forma no degenerada.

(b) S es simétrico si, y solo si, tiene asociada una unica
L-forma degenerada.

(¢) S no es libre.
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Clasificacion: med(a,b) =p >1,a1by N ¢ (a,b)

Lema: S = (a,b, N) minimamente generado, 1 <a <b< Ny
mcd(a,b) =p > 1.

Sean S, = (a/p,b/p) y S" = (a/p,b/p. N).
Entonces,

(a) S es simétrico si, y solo si, S” es simétrico.
(Fréberg, Gotlieb & Héggkvist, 1987).

(b) S libre si, y solo si, N € 5.

(c) S de curva plana si, y solo si, N € S, y N > mcm(a,b).
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Clasificacion: med(a,b) =p >1,a1by N ¢ (a,b)

Teorema 4: S = (a,b, N) minimamente generado,

l1<a<b< Nymed(a,b)=p>1.

Sean S = (a/p,b/p) y §" = (a/p,b/p, N).

Entonces

(a) S no simétrico si, y solo si, S’ tiene asociada una tnica
L-forma no degenerada.

(b) S simétrico no libre si, y solo si, S’ tiene asociada una
unica L-forma degenerada.

(¢) S libre si, y solo si, las L-formas asociadas a S’ se rigen por
el Teorema 1.

(d) S de curva plana si, y solo si, S es libre y para cualquier
L-forma, L(l, h,w,y), asociada a S’ se cumple
(Il —w)a+ (h —y)b > mcm(a, b).
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iGracias!
por vuestra atencion

o F = E = 9Dar



