LA BANDA DE MÖBIUS Y EL PLANO PROYECTIVO*   

INTRODUCCIÓN   

La idea del plano proyectivo surge del estudio de la perspectiva por parte de matemáticos y pintores en el Renacimiento. Fue uno de los motivos por los que Leonardo escribió en sus cuadernos:   

"Que nadie que no haya estudiado matemáticas lea estos libros."   

En su afán por dibujar rectas paralelas del espacio sobre una pintura (de dos dimensiones), resultó útil introducir la noción de `recta del infinito' en donde rectas paralelas se encuentran. El estudio de la geometría que incorpora al plano esta recta de puntos ideales infinitos, se conoce como Geometría Proyectiva, debido a su utilidad para estudiar proyecciones. Esta idea resultó aún más importante en tres dimensiones, ya que se usaron proyecciones para representar figuras de tres dimensiones en planos, es decir para plasmar dibujos reales en el plano.   

El plano ordinario con esta recta del  infinito añadida se conoce como el plano proyectivo. Existen varias maneras de representarlo. En una de ellas aparece la banda de Möbius, y la explicación que ofrecemos a continuación tiene relación con el movimiento en el espacio.   

ROTACIONES Y EL PLANO PROYECTIVO   

Las matemáticas a menudo requieren representar datos y cómo éstos varían con el tiempo. Para ello, los matemáticos han elaborado muchas nociones de `espacio', viniendo a ser como "almacenes" de esos datos en movimiento. Cada espacio permite así registrar cómo se mueven los cuerpos, de cómo cambia la situación. En la ciencia, el espacio de fases es un término utilizado para describir el espacio de todas las posibilidades en una situación dada. Un movimiento es descrito entonces con lo que se denomina un camino en este espacio, no el camino usual que nosotros recorreríamos, sino una serie de posiciones que describen el movimiento o el cambio producido durante un periodo de tiempo.   

Las figuras siguientes muestran el espacio de posiciones de una vara que pivota sobre un punto fijo. Daremos diferentes presentaciones o dibujos  de este espacio. Cada dibujo es interesante en sí mismo.   

Empezamos moviendo la vara en el espacio de tres dimensiones con pivote en el origen de coordenadas. Se puede mover de forma aleatoria o regular. Es importante para nuestro propósito suponer que esta vara no tiene dirección, es decir, que una rotación de 180 grados la devuelve a su misma posición.  

Vamos a simplificar nuestro dibujo. Introducimos una esfera centrada en el origen. Podemos acortar la vara olvidándonos de los dos tramos que quedan fuera de la esfera. La vara corta pues a la esfera en dos puntos que mostramos como discos pequeños.   

Estos dos discos en movimiento contienen toda la información sobre la posición de la vara, por tanto podemos olvidarnos de la vara y dejar sólo los dos discos.   

Observamos que estos dos discos aportan, de hecho, más información de la necesaria.   

Podemos recuperar la vara inicial a partir de la información contenida en la mitad de la esfera (ya que conocemos el centro de la esfera). Gradualmente hacemos invisible el hemisferio norte, y vemos sólo el hemisferio sur y con, aparentemente, un único disco en movimiento.    

Cuando este disco cruza el ecuador, tenemos la ilusión de que aparece en el lado opuesto del hemisferio, pero en realidad se trata del otro disco en movimiento hecho invisible antes y que ahora se ha hecho visible.    

Por tanto, estamos representando el movimiento de la vara con un punto o un pequeño disco moviéndose en un hemisferio, teniendo en cuenta que cada punto del ecuador está pegado con su opuesto, ya que aparentemente el disco salta de un lado del ecuador al lado opuesto. Este pegado no se puede realizar en tres dimensiones, así que guardamos la información de cómo se ha hecho, tal como muestra el movimiento del disco. Este hemisferio con el borde pegado de esta manera es un espacio complicado.   

Hay otra representación más útil, donde interviene la banda de Möbius. Para verlo, cortamos dos piezas semicirculares que contengan parte del ecuador y de lados opuestos del hemisferio. Después pegamos estas dos piezas girando una de ellas para formar un disco.    

Gradualmente deformamos el resto hasta convertirlo en una tira y pegamos sus extremos (estos extremos estaban antes pegados como partes del hemisferio).   

Para pegar estos extremos debemos dar medio giro a uno de ellos, obteniendo así la famosa banda de Möbius. Resumiendo, hemos reemplazado nuestro dibujo original de una vara en un espacio de 3 dimensiones, por un punto (o disco) moviéndose en un espacio que consiste en una banda de Möbius y un disco.   

Los bordes del disco y de la banda de Möbius son circunferencias, las cuáles están pegadas. Como antes, no es posible pegarlas en el espacio real de tres dimensiones, pero sí que podemos ilustrarlo viendo cómo se mueve nuestro pequeño disco, saltando instantáneamente del borde de la banda de Möbius al disco, y volviendo otra vez atrás.   

Esta nueva forma de ver nuestro espacio matemático original es conveniente para representar tipos de movimiento de nuestra vara. El disco en movimiento traza ahora un camino que se cierra formando un lazo. Este lazo representa un movimiento regular y repetitivo de la vara original (da dos vueltas alrededor de la banda de Möbius).   

Ahora podemos deformar el lazo para mostrar movimientos diferentes. 

El lazo se sale fuera de la banda de Möbius, hacia el disco, y finalmente termina en un punto, correspondiente a una vara estacionaria.    

El movimiento de este lazo muestra cómo están unidas las dos partes del espacio. También nos muestra las ventajas de la nueva representación: los cambios de movimiento se representan en este nuevo modelo más fácilmente que en el dibujo inicial. Ahora, pueden dibujarse globalmente los movimientos particulares de la vara en el espacio de dimensión 3.   

Otro aspecto importante es que los movimientos de este lazo no sólo describen movimientos diferentes, sino que también nos proporciona información sobre el espacio que representan las posiciones de la vara. No sólo estamos interesados en movimientos, sino también en los movimientos de movimientos, y así sucesivamente, y esto da lugar a una teoría de dimensiones superiores (teoría de homotopía) sobre la que queda todavía mucho por investigar.   

En la secuencia de lazos anterior empezábamos con un lazo que rodeaba a la banda de Möbius dos veces, y entonces salía fuera de la banda, y ya en el disco se contraía a un punto, la cuál representaba una vara estacionaria. Este hecho está relacionado con el famoso truco de las cuerdas de Dirac.

Los matemáticos necesitan progresar en la representación de situaciones más complejas que ocurren en la realidad. El estudio de espacios de fases, que representan todas las posibles posiciones, ha ayudado a comprender mejor el plano proyectivo. Una buena visualización de ejemplos sencillos puede ser usada después en ejemplos más complicados. Necesitamos métodos generales. La noción de espacio fibrado es otra forma conveniente para representar espacios más complicados.

* Una traducción (libre) del texto del video "Pivoted lines and the Möbius Band", en la dirección: http://www.atractor.pt/bangor/SculMath/image/plane.htm








